
    
      
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  

    
      


        
    

  OEBPS/images/ebook_page_image_91646_34.jpg
Appendice A.

218

Definizione 10

Definizione 11

Definizione 12

Affinché n di questi vettori siano lincarmente indipendenti occorre che
Puguaglianza:

5 =
Mef,=Y e’ =0 AlS
v=0 v=0

dove n & grande quanto si vuole, sia soddisfatta solo se i coefficienti della

somma cy, g, €3...c, sono tutti nulli evento che, dovendo la A.15 essere

vera per qualunque valore & € D, deve necessariamente verificarsi.

Per dimostrarlo si derivi la A.15 n volte rispetto ad z, tutte le espressioni
.. Lacon-

ottenute devono esscre nulle per ogni z, quindi anche per z=
statazione che i vettori di uno spazio vettoriale possano essere costituiti da
funzioni consente di definire  spazi vettoriali  particolari  detti
spazi funzionali.

Sia R" uno spazio vettoriale ad n dimensioni formato da tutti i vettori
& =(z), z,...z,) costituiti da n-uple ordinate di numeri reali ¢ sia
V(E) uno spazio vettoriale i cui vettori siano costituiti da tutte le fun-
zioni a valori complessi () definite in un sottoinsieme E di R". Si
definisce spazio funzionale F un sottospazio di V(E). m

Lo Spazio L 2(R¥)

La funzione f (z, ;...x,) definita in R" si dice a quadrato integrabile
se l'integrale secondo Lebesgue:

[ o issden..don = [ 110 A6

esteso a tutto il dominio della funzione f converge ad un valore finito
K. Nella A.16 si & posto ¢ = {2}, zy...2,} € dg =dz,dz,...dz,
(Cfr.§2.6).m

Due funzioni f,(g) € f,(7) definite in R" si dicono equivalenti se
risulta:

[ 170 - o A1

La A.17, essendo riflessiva, simmetrica ¢ transitiva & una relazione di equi-
valenza ¢ come tale individua classi di equivalenza formate dalle funzioni
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infiniti vettori €}, €y, €3,..., €,,... tale che, per ogni vettore veH, la
successione vy, Vg, Vg,...V,,,... con:
vy = E cpey A12
v
e, =€, v A.l2a

abbia come limite il vettore v per n tendente ad infinito. Il sistema di
infiniti vettori ortonormali di cui & ora discusso viene detto sistema
ortonormale completo o base Hilbertiana. m

Spazi funzionali

Si consideri I'insieme F* costituito da tutte le funzioni complesse f(z) della
variabile reale # continue nel loro dominio comune D. E sempre possibile
(2) delle due funzioni fy(z) ed f,(z) e

una funzione prodotto f, (z) fra uno scalare k€C e una funzione f(z) in

definire in F" una funzione somma f,,,

modo tale che per ogni z €D si abbi:

fom (@) = fi(x) + fa(a) Al13
fpl@) = kf(x) Al3a

E agevole dimostrare che tale somma e tale prodotto godono delle pro-

pricta clencate nella Definizione 1, se si definisce I'elemento nullo
dellinsieme F come la funzione o(z) =0 identicamente nulla per ogni = ¢
Pelemento simmetrico dell’clemento f (z) rispetto alladdizione come la
funzione f,(z) tale che f (z)+/,(x) =0 () =0 per ogni z.

Pertanto I'insieme di funzioni F costituisce uno spazio vettoriale, ogni vet-  Spazi vettoriali
tore f, di F si identifica nella funzione f,(z) ed in esso n vettori sono line- definiti da funzioni

armente indipendenti quando Puguaglianza: 0 spazi funzional

n n

Saf, =Y afl

v=0 v=0

A4

& vera per ogni z sc ¢ solo se tutti i cocfficienti dello sviluppo sono nulli:

Ll n

Uno spazio vettoriale come quello appena definito ha infinite dimensioni.
Infatti, poiché F' contiene per ipotesi tutte le possibile funzioni f(z) con-
terrd anche le infinite funzioni 2, x1, 22... ™. che si identificheranno
rispettivamente nei vettori fo, fi, foro o fy oo
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la funzione nulla ma ciononostante sara nullo il suo integrale. Ora, questo
fatto & in contrasto con la propricta d della Definizione 4, contrasto che
viene sanato appunto definendo lo spazio L?(R") come indicato dalla Defi-
nizione 13.

Limportanza dello spazio Hilbert L2(R") in meccanica quantistica ¢ legata
alla constatazione che le soluzioni delPequazione di Schrodinger sono in
generale funzioni a valori complessi con dominio R" identificabili come
vettori dello spazio di Hilbert L2(R").

La distribuzione ¢ di Dirac

Si consideri la funzione p («, ) dipendente dal parametro reale k:

p(z, k) k b (oman)? A19

con z ascissa determinata e costante. Si focalizzi I'attenzione sul limite:

k +oo

A —k?(z—a0)?

lim = / F@)e & A20
e

dove f(z) & una generica funzione nella variabile z. Operando il cambio di

variabile #.= g +1/k si ottiene (Cfr. App. C):

+
k

oo

. —k2(z—z0)2 g, _

dm = [ 100 ‘“
B

A21

400 +o0
T t\ 2, _ (@) [ 2,
,klﬂzoﬁ/f<xu+z)e dt = v ‘/5 dt = f(zo)

—oo

La funzione A.19 non & l'unica a fornire questo risultato: presenteranno un
comportamento analogo tutte le funzioni dipendenti da un parametro k
che, per k tendente ad infinito, tendano ad infinito in prossimita
dell’ascissa =z, mantenendosi considerevolmente diverse da zero solo in
prossimita di tale ascissa ¢ mantenendo ['arca sottesa sempre unitaria.

Der fare un solo altro esempio di funzioni simili senza dilungarsi ulterior-
mente citiamo la funzione (1/k7) {[sin2k(z — )]/ (z — )2} che al crescere
di k oscilla indcfinitamente mantenendosi sempre al di sopra dellasse o ¢
riducendo sempre di pi Pampiczza delle oscillazioni ovunque meno che in
un intorno dellascissa 3= z. Se allora si indica col simbolo 3(z ) il pas-
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che la soddisfano. Orbene, si pud dimostrare che I'insieme formato da tali
classi di equivalenza costituisce uno spazio vettoriale.

Lo spazio [2(R") & uno spazio vettoriale i cui clementi sono le classi
di equivalenza costituite dalle funzioni f(g) a quadrato integrabile per
le quali & soddisfatta la relazione di equivalenza A.17. m

Dalla natura finita dell'integrale A.16 discende, ¢ si omette la dimostra-
zione, che lintegrale del prodotto di due funzioni f(q) ¢ g(q) converge
anchesso ad un valore finito e questo consente di definire il prodotto scalare
nello spazio funzionale L(R™).

Si definisce prodotto scalare fra duc vettori f ¢ g dello spazio L2(R")
una funzione che fa corrispondere ad ogni coppia di vettori f ¢ g
appartencnti a L2(R") uno cd un solo scalare f-g dato dallintegrale:

fa= / F(@)e(e)da Als

dove f(q) e g(g) sono due qualsiasi funzioni appartenenti rispettiva-
mente alle classi di equivalenza individuate dai vettori fe g. m

1l valore dell'integrale A.18 ¢ indipendente da quali siano le funzioni f ¢ g
scelte fra quelle delle rispettive classi di equivalenza ma dipende solo da
queste ultime. In letteratura non viene in generale fatta alcuna distinzione
fra una classe di equivalenza ¢ le funzioni che la costituiscono assumendo
perd, come coincidenti, duc funzioni appartenenti alla stessa classe di equi-
valenza ¢ nel scguito sara sempre adottata questa convenzione.

La Definizione 14 consente di estendere i concetti espressi nel paragrafo
A.1 allo spazio L2(R") semplicemente interpretando ciascun vettore fe
L2(R") come funzione f (). Si potra quindi individuare insiemi di funzioni
lincarmente indipendenti, funzioni mutuamente ortogonali, basi ortonor-
mali formate da funzioni etc.

Una volta definito il prodotto scalare in uno spazio L2(R") si pud dimo-
strare che tale spazio ¢ uno spazio di Hilbert. 1l fatto che gli clementi dello
spazio L2(R") siano classi di cquivalenza anziché funzioni ¢ imposto dalla
circostanza che esistono funzioni non nulle ovunque per le quali Iinte-
grale del quadrato del modulo (prodotto scalare del vettore costituito da
quella funzione per sé stesso) & nullo; si pensi ad esempio ad una funzione
nulla ovunque fuorché in un punto del suo dominio: la funzione non sara

Appendice A.

Definizione 13

Definizione 14

L2(R") & uno spazio
Hilbertiano
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Definizione 2

Definizione 3

Si dice sottospazgio vettoriale di uno spazio vettoriale V un insieme
WCV tale che sia esso stesso uno spazio vettoriale sul medesimo
campo C su cui insiste V ¢ per il quale siano definite le stesse opera-
zioni definite in V con le stesse propricta. m

Si pud dimostrare che se W & un sottospazio vettoriale di V, qualunque sia la
coppia (ueW, veW) ¢ qualunque sia la coppia (k€C, meC) risulta
ku+mveWw.

Indipendenza lineare di un sistema di vettori

1l vettore:

n
u Z U, Al
v=1

con ¢,€C ¢ u, €V & definito combinazione lineare dei vettori uy, uy...u,,. 1
vettori Uy, Us...u, si dicono linearmente indipendenti s 'uguaglianza:

Z ey =0 A2

& verificata se ¢ solo sc gli scalari ¢y, ¢,...c, sono tutti nulli.

Se n vettori sono lincarmente indipendenti, allora tutte le possibili n-uple
di scalari appartenenti a €' (matrici ad una riga ed n colonne) descriveranno
tramite la A.1 un insieme W di vettori appartenenti a V tale che WCV. Per-
tanto W costituisce un sottospazio vettoriale dello spazio V (Cfr. Def. 2); n
si dice dimensione dello spazio W (oppure si dice che n rappresenta il
numero di dimensioni dello spazio W) ¢ coincide con il massimo numero di
vettori linecarmente indipendenti che si possono prendere in W. Se in uno
spazio vettoriale & possibile individuare un numero di vettori linecarmente
indipendenti grande quanto si vuole si dice che tale spazio ha infinite dimen-
sioni o che & a dimensione infinita.

Una n-upla di vettori lincarmente indipendenti wy, u,...u, presa in
W costituisce una base di W se qualunque vettore w€W pud essere
espresso come combinazione lincare dei vetrori di base per mezzo
della A.1. m

1 cocfficienti ¢y, c,
scelta. Tutte le basi di uno spazio vettoriale a dimensione finita sono for-

. si dicono componenti del vettore u nella base pre-

mate dallo stesso numero di vettori, tale numero coincide col massimo
numero di vettori lincarmente indipendenti che & possibile prendere in W
¢, come gi precisato, indica la dimensione dello spazio.
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completo o base
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Hilbertiana

Definizione 9

Si consideri una base ortonormale costituita dai vettori ey, e,...e, dello spa-
zio vettoriale W ad n dimensioni ¢ si formi il prodotto scalare fra un vettore
della base €; ¢ un qualsiasi vettore €W espresso in tale base tramite la A.1:

au=e(Fae)-Laea=Fas-a A7
v=1 =1 =1

Pertanto ogni componente di u nella basc €, e,...e, sara data dal pro-

dotto scalare del vettore di base corrispondente alla componente in que-
stione per u:

cu A8

i

Sempre nella base ortonormale €, €,...e, dello spazio vettoriale W si formi
ora il prodotto scalare dei vettori u ¢ v dopo averli espressi entrambi in tale
basc tramite la A.1:

u-v= ZC,,e,, . zn:d“eu A9
n=1

dove ¢, e d,, sono le componenti -esima e p-esima dei due vettori u e v
rispettivamente.

Procedendo allo sviluppo si ottiene:

n n
u-v:(ze,,e,,)- > dye,
i=1

.~ A10
n n n
=X ¥ (even) (duew) = X 3 cpdules - ey)
V=1 =1 ==
e poiché e,e,=d,,:
u-v All

Quindi se la base & ortonormale, il prodotto scalare di due vettori & dato
dalla somma dei prodotti dei complessi coniugati delle componenti del
primo vettore per le corrispondenti componenti del secondo.

Sia V uno spazio pre-Hilbertiano ¢ sia wy, g, Us,..., U,,...una successionc
di infiniti vettori appartenenti a V. Si dice che tale successione tende al vet-
tore u, o che u & il limite della successione, se risulta nulla la norma del vet-
tore u, —u per n tendente ad infinito.

Si definisce spazio di Hilbert H uno spazio pre-hilbertiano a dimen-
sione infinita in cui & possibile individuare un sistema ortonormale di
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Prodotto scalare

Si definisce prodotto scalare fra due vettori % ¢ v di uno spazio vetto- Definizione 4
riale V sul campo C una funzione scalare u-v dei vettori u ¢ v che
goda delle seguenti propricta:

(a) Hermiticita: w-v=(v-u)*
(b) Distributivita: u-(v+2z)=u-v+u-z; z€V

() Associativita 0 omogeneita rispetto al secondo fattore:

w- (kv)=k(u-v); keC

(d) Non negativita della norma: w-u>0 e u-u=0 se e solo se u=0.m

1l numero (u-u)"? prende il nome di modulo o norma del vettore u e si
indica con 1 o con [u]. Dall'omogeneita sancita dalla propricta c discende:

(ku) v =k*(u-v) A3
infatti:
(ku) - v=[v- (ku)]* =v* - (ku)* =v* - (K*u*) = Ad
=k@" u)= k(v u) =k*(u-v)
Due vettori u ¢ v si dicono ortogonali se il loro prodotto scalare & nullo. m Definizione 5
Basi ortonormali e spazi di Hilbert
Uno spazio vettoriale dotato di prodotto scalare ¢ detto spazio Definizione 6
pre-Hilbertiano o Euclideo. m
Con riferimento a spazi pre-Hilbertiani vale quanto segue:
Un vettore di norma unitaria si dice versore. m Definizione 7
Una base formata dai vettori €;, €,...e, di uno spazio vettoriale W Definizione 8

n-dimensionale si dice ortonormale se tutti i vettori della base sono
versori ortogonali fra loro. E evidente che per una siffatta base risulta:

e, ey =0y, A5
dove il delta di Kronecker 4, & una funzione cosi definita:
Su=1  se AG

6,,=0 s v#um AGa
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AE = upgMy(z - B) 416

dove pp=ch/4mm & il cosiddetto magnetone di Bohr ¢ g & quel fattore g di
Landé cui s¢ fatto cenno al paragrafo 3.8:

+J(J+1)+S(S+1)—L(L+1)

41
277+ 1) 4

g=1

Se si sceglie il versore 2 con il verso coincidente con quello di B, la 4.16
diviene:

AE = upgBM; 418

La differenza di energia fra due stati corrispondenti allo stesso termine ma con
diverso valore di M; si ottiene facilmente dalla 4.18. Siano infatti Mj; e My, i
valori di M; relativi ai due stati. Applicando la 4.18 ad entrambi avremo:

Eng;y — Eo = npgBMyy 4.19
4.19a

dalle quali, sottracndo membro a membro, si otticne la relazione cercata:

AEamM; = Ewm,, — B,y = ppgBAM; 420

senza campo magnetico con campo magnetico

M,

/_ +3/2

£ . +1/2
AE,
M, +3/2 +1/2 —1/2 =3/2 12

¥ -3/2

Rimozione della degenerazione rispetto a M, per uno stato individuato dal termine

spettrale generico 1Ly ad opera di un campo magnetico esterno.

Capitolo 4.

Figura 4.3
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1l fattore g di
Landé

La componente S, di S lungo la direzione r pud essere facilmente ottenuta
applicando il teorema di Carnot al triangolo di figura 4.2 avente i vertici
coincidenti con il punto O e con gli estremi dei vettori J ed S1):

2L 22 J4S-I2
21J11s| 21J]

Sy =|S|cos9 =S -

4.11

Per una questione di similitudine dei triangoli, deve sussistere la relazione:

Sz _ J2 412

S|
La componente S,,, di S, lungo la direzione 2 si ricava dalla 4.12, in combi-
nazione con la 4.11:
Ji+ 8217

Spp=do 413
J, ¢ dato dalla 4.10 ¢ i quadrati dei moduli dei vettori che compaiono nella
4.13 si ottengono dalle 4.2. ., in funzione delle variabili che ci interessano
& quindi:

M;-[JJ+1)+S(S+1)—-L(L+1)] h

Spa= . 414
i 2J(J+1) o

La combinazione delle 4.9, 4.10 ¢ 4.14 ci consente ora di pervenire alla
relazione:

ch
My = ’47{m(MJ +

My [J(J+1)+5(5+1)— L(L+ 1)])z
2J(J+1)

4.15

che & quanto si desiderava.

Se ora si sostituisce la 4.15 nella 4.7 si ottiene, per la variazione di cncrgia
di un atomo in un campo magnetico di induzione B rispetto allo stato in
assenza di campi esterni:

3 La relazione 4.11 pubd essere ottenuta anche nel seguente modo. Elevando al quadrato i due membri dell'uguaglianza L=J—
si ottiene L2=J2+ §2-2J- § da cui J- §= (J2+ 52— L%)/2. D'altro canto risulta J- §= |J||S|cost =|J|S, e dal con-
fronto delle duc ultime relazioni si ottiene la 4.11.
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**Anteprima 6: un estratto dell'appendice A**

N.B. La prima parte del libro puo essere letta in modo del tutto
indipendente dalle appendici che  costituiscono soltanto un
approfondimento per i lettori che decidessero di affrontarlo.

Appendice A.
Spazi vettoriali, operatori e osservabili fisiche

A.1. Spazi vettoriali

Si dice spazio vettoriale o lineare sul campo complesso C un insieme V. Definizione 1
di clementi detti vettori tale che:

(1)  Sia definita in V I'operazione di addizione in modo tale che faccia
corrispondere ad ogni coppia (w €V, vEV) un elemento
u+v€Ve che goda delle seguenti proprieta:

(a) Commutativith: u+v=v+u

(b)  Associativita: (u+v)+2z=u+(v+2); zEV

(c)  Esistenza in V dell’elemento neutro 0 rispetto all'addizione:
u+0=u

(d) Esistenza in V dell'elemento simmetrico u, rispetto all'addi-
zione: u+u,=0

(2) Sia definita Poperazione di prodotto di un vettore w €V per uno
scalare complesso k€ C' in modo tale che faccia corrispondere ad
ogni coppia (ku) uno ed un solo vettore ku ¢ che goda delle
seguenti proprieta:

(a) Commurtativith: ku=uk

b)  Associativita: k (ma) = (km)u; me C

(
(9 Distributivita: k(u+v) =ku+kv; (k+m)u=hu+mu
(

d)  Unitarieta: 1-u=um

Linsieme delle matrici ad m righe ed n colonne con clementi in € costitui-
sce uno spazio vettoriale sul corpo complesso C in quanto la somma di
matrici ¢ il prodotto di una matrice per un numero complesso godono di
tutte le propricta a, b, ¢, d elencate nei punti 1 ¢ 2 della Definizione 1.
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Fattore g di Landé e
spettri dei metalli
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alcalini

La figura 4.3 illustra la differenza fra AE (per M;=1/2) ¢ AEau, (per AM;=1)
in uno stato individuato da un termine spettrale del tipo 2+ Ly , (L indica gene-
ricamente una delle lettere S, P, D...ctc. preposte all'individuazione del ter-
minc). La grandezza jipgB assume dunque il significato di separazione
encrgetica di due stati con valori consccutivi di M;.

Come gia precisato, il fattore g ora derivato per via teorica, fu introdotto
empiricamente da Landé perché le caratteristiche delle righe D del sodio
non potevano essere giustificate dalla formula che allora veniva utilizzata
per interpretarle:

AE = uyBM, 421

Infatti la separazione energetica indotta dal campo magnetico per lo stato
fondamentale dei metalli alcalini (25y),), rilevabile dagli spettri sperimen-
tali era y13B ¢ non ppB/2 come ci sarcbbe stato da attendersi sulla base
della 4.21 e del fatto che [M,|=1/2.

Per ottenere risultati in accordo con I'esperienza occorreva dunque molti-
plicare i risultati forniti dalla 4.21 per un fattore 2. In altri casi il valore del
fattore moltiplicativo appariva diverso ma comunque, in generale, esso si
mostrava necessario per ottencre I'accordo con I'esperienza. Queste osser-
vazioni condussero Landé¢ ad introdurre il fattore g nella 4.21 e ad otte-
nete, per via empirica, la relazione esatta 4.18. T casi in cui lintroduzione
del fattore g non appariva necessaria riguardavano ovviamente quelle situa-
zioni per le quali g=1 ¢ in questi casi, con espressione assai infelice perché
fondata sulla convinzione che la 4.21 descrivesse correttamente la realty,

leffetto Zeeman fu detto normale, in contrapposizione a quello definito
anomalo per via della necessita di apportare la correzione legata al fattore g.
Questa denominazione, la cui origine & quindi esclusivamente storica, per-
mane ancora oggi benché non abbia alcuna giustificazione di carattere
scientifico. In realta tutto I'equivoco derivo dal fatto che la 4.21 fu ricavata
nell'ipotesi che il rapporto giromagnetico relativo allo spin fosse uguale a
quello esibito dal moto orbitale mentre oggi sappiamo che ¢ quasi esatta-
mente il doppio (Cfr. § 3.8).
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N i 0 a

£ solo una questione di semplici calcoli dimostrare, facendo riferimento a ~ Le componenti del
queste relazioni, che Poperatore di ciascuna componente del momento momento angolare
non possono essere
conosciute
contemporaneamente

angolare commuta con quello della rispettiva coordinata ma non con quelli
delle altre due:

in] =0 [ir]=0 [ine]=0
[fee] =i [be] =iz [lz] = AGo
[ies] =—iv [le] =iz [fr] =iz

¢ che le componenti del momento angolare non commutano fra loro:

[l ) = il A70
(o, bx] = —it, A70a
[y, Ba] = il A70b

Questo significa che, a differenza di quanto accade per la quantita di moto,
le tre componenti del momento angolare non possono esscre conosciute
contemporancamente.

Si consideri ora loperatore I* associato al quadrato del momento angolare:  Loperatore
associato al

A71  quadrato del
momento angolare

A72

AT73

A73
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tagliato

Si osservi che poiché gli operatori rappresentati dalle relazioni A.54 com-
mutano, le componenti del vettore quantita di moto possono essere cono-
sciute contemporaneamente.

Operatori del momento angolare

Le relazioni classiche fra variabili fisiche che non contengono derivate sono
soddisfatte anche dai corrispondenti operatori quantistici (formulazione
moderna del principio di corrispondenza). Cosi dalla definizione di
momento angolare I di una particella di massa m ¢ quantita di moto p:

l=rAp A64

si potra dedurre la forma del corrispondente operatore. Sviluppando il pro-
dotto vettoriale indicato nella A.64 dopo aver esplicitato le forme analitiche
dei vettori posizione T=zx+yy+zz e impulso p=p.x+p,y+p.z si
ottiene:

U= (yp. — 2zpy)T + (2p — 2p.)Y + (apy — ypz)z AG6S
che fornisce Pespressione esplicita dell'operatore momento angolare previa

sostituzione delle componenti della quantita di moto con i rispettivi opera-
tori evidenziati dalle A.54:

o 7} 7} . 7 7 . d 7}
PO LW B WYL R

In alcuni formalismi ¢ particolarmente comodo utilizzare in luogo di questo
operatore, il suo corrispondente ottenuto dividendone 'espressione per hi; &
la scelta fatta, ove appariva conveniente, in alcune parti di quest'opera e che
sara fatta nel seguito. Indicando il nuovo operatore col simbolo [ si avra:

ieilo? 0N il O (D0 i
i zaywzzaz zazyzxay szz X

Gli operatori associati alle tre componenti del momento angolare sono

dunque:
R (L L A68
== \Ya: " "oy )
5 N li]
el )
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da cui segue infinc:

h
N A.107

che corrisponde alla prima delle 2.28. Ovviamente, analoghe relazioni val-
gono per le altre duec componenti.

A.5. Momenti angolari e precessione quantistica

Nei capitoli 3 ¢ 4 sono state discusse le interazioni di momenti angolari fra
loro o con un campo magnetico esterno assumendo come base il modello
vettoriale. §'¢ visto che secondo questo modello la conseguenza delle inte-
razioni in questione consiste in una seric di moti precessionali classici che si
verificano intorno a vettori risultanti o al campo magnctico esterno. La
genesi del fenomeno ¢ la stessa nei due casi; sia in un caso che nell'altro
infatti, la causa della precessione ¢ da identificarsi nella comparsa di
momenti meccanici generati dalle interazioni di cui sopra.

Ci si chiede ora come possono esscre interpretati questi moti secondo la
meccanica quantistica. Per affrontare la questione in modo esauriente
occorrerebbe svolgere la teoria dell'evoluzione temporale, cosa che esula dai
limiti di questo libro, & perd possibile dare un'idea di quanto accade sem-
plicemente descrivendone le conclusioni. In meccanica quantistica il vet-
tore momento angolare & in generale indeterminato perché le suc
componenti non commutano fra loro ¢ sc ci poniamo in uno stato in cui
sia nota una di esse, le altre due non potranno esserlo. Possiamo perd cono-
scere i valori di aspettazione di queste ultime ¢, con 'ausilio del formalismo
matematico dell'evoluzione temporale, possiamo determinare la dipen-
denza di tali valori dal tempo ¢, di conscguenza, la dipendenza dal tempo
della media quantistica del vettore momento angolare.

Ebbene, si trova che al limite classico, le espressioni matematiche che
descrivono i moti precessionali dei momenti angolari in ambito classico ¢
quelle che descrivono i moti delle medie quantistiche dei momenti angolari
in ambito quantomeccanico vanno a coincidere.

Pertanto le rappresentazioni pittoriche delle figure 3.14, 4.1 ¢ 4.2, conser-
vano una loro validita nel senso ora visto anche in un'ottica quantomecca-
nica purché ciascun vettore animato da moto precessionale che in esse
compare venga inteso come media quantistica colta in un ben preciso
istante temporale della storia del sistema. Resta inteso che in uno stato sta-
zionario, dove i valori di aspettazione di tutte le osscrvabili sono costanti
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all’osservabile g deve essere G =G+ Ga. Nei casi in cui il sistema pud
essere trattato col formalismo ora visto, si dice che i gradi di liberta 1 ¢ 2
possono essere descritti separatamente.

Si dispone ora di tutti gli strumenti necessari per discutere gli aspetti ¢ le
caratteristiche dell'associazione fra osscrvabile ¢ operatore per alcune gran-
dezze fisiche di particolare importanza ¢ questo sara fatto per un sistema
costituito da un’unica particella. La descrizione sara cffettuata analizzando
singolarmente le componenti cartesiane di ogni grandezza considerata ¢
pervenendo ad autofunzioni appartenenti a spazi di Hilbert L2(R?). Sc i tre
operatori associati alla grandezza in questione, corrispondenti alle tre com-
ponenti cartesiane commutano, allora le autofunzioni dell'osservabile rela-
tive alla particella, appartenenti ovviamente allo spazio L?(R3), potranno
essere assunte uguali al prodotto delle autofunzioni associate alle suddette
componenti. Un discorso del tutto analogo vale sc la scomposizione
dellosservabile viene cffettuata su altri gradi di libertd, anziché sulle com-
ponenti cartesiane; le conclusioni relative al caso di una sola particella ad
esempio potranno esscre estese ad un sistema di N particelle non intera-
genti fra loro assumendo autofunzioni appartenenti allo spazio L2(R3)
date dal prodotto delle autofunzioni delle singole particelle. Poiché non
saranno trattati sistemi policlettronici, queste considerazioni resteranno
perd limitate al caso di un’'unica particella ¢ tutte le funzioni che incontre-
remo apparterranno pertanto allo spazio L?(R3).

Operatori fondamentali

Gli operatori associati alle osservabili posizione ¢ quantiti di moto saranno
assunti come fondamentali ¢ pertanto definiti in modo assiomatico, mentre
tutti gli altri operatori saranno espressi in funzione di questi.

Gli operatoti , 7, > associati alle coordinate =, y, z della posizione di una
particella sono costituiti dalle coordinate =, y, z stesse mentre le autofun-
zioni coincidono con le distribuzioni ¢ di Dirac. Infatti, se nella 2.17 si
pone G =z ¢ ¢(q)=0(z—z,), interpretando «, sia come parametro indiciz-
zatore delle autofunzioni sia come autovalore, si perviene alla relazione:

26(z - ,) = 2,0(z —x,) A49

che ¢ soddisfatta per qualunque valore di . Infatti sc 2=z, la sussistenza
della A.49 & evidente; se invece z#z, la A.49 & un caso particolare della
A.23d. Si pud pertanto concludere che lo spettro dell'operatore associato
alla coordinata = della posizione & continuo, come lo sono gli spettri degli
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con soluzioni

¢y = NeP=o/h A58
dove N ¢ la costante di normalizzazione. Si osservi che, poiché p, ¢ reale, ¢,
sard sicuramente limitata ovunque ¢ non saranno pertanto richieste condi-
zioni al contorno. Ne consegue che lo spettro sara continuo ¢ la condizione
di normalizzazione per la A.58 sara rappresentata dalla A.28 la cui applica-
zione pud esscre cffettuata individuando in p, il parametro v che indicizza le
autofunzioni appartenenti ad un insieme continuo. Se si caratterizzano due di
queste autofunzioni assegnando loro i parametri p,=a ¢ p,= f, la condizione
di normalizzazione A.28 assumera nel caso specifico la forma:
+o0
N? /e%f"T’dz:zs(afﬂ) A59
“oo
ovvero:
+oo
N / CePra () =5 p) A60
“o

Utilizando ora Pintegrale 4 tabulato nellappendice C si ricava:

N= ! A6l

V2rh

¢ sostituendo nella A.58 si ottienc infine:

1 g

en A62

che fornisce le autofunzioni ¢, normalizzate.

Le altre duc componenti saranno ovviamente rappresentate da formule
analoghe ¢ le autofunzioni complete ¢ della quantita di moto si otterranno
sostituendo le espressioni trovate nella A.55:

1 ipes 1 4 1 ipae
Blary, )= e S e =
2h o2rh o AS
1 PPy U+Ps) 1 ip-r)

= e h" =——— ¢

v/ (2mh)3 (2mh)®

dove p-r ¢ il prodotto scalare del vettore quantita di moto p per il vettore
p q p
posizione 7.
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operatori associati alle coordinate y ¢ z per le quali valgono integralmente le
considerazioni ora svolte per la coordinata x. Se si indicano con u (z), u(y)
¢ u(z) le autofunzioni relative alle coordinate di posizione, allora lautofun-
zione u (z,y,2) della posizione sara:

w(@,y,2) = u(@)u(y)u(z) = 8(z - ,)8(y — yu)3(z — 2o) A50
che espressa in notazione vettoriale diviene:
u(r) = 8(r—€) A5l
dove 7 e &, sono i vettori cosi definiti:
r=zr+yy+ 22 A52

=z, 4y Y+ 22 A52a
essendo @, Y ¢ z i versori dei tre assi cartesiani. Poiché gli operatori «, y ¢ z
associati alle componenti del vettore posizione commutano, tali compo-

nenti possono essere conosciute contemporaneamente €, conseguente-
mente, il vettore posizione & determinato.

La quantiti di moto o impulso o momento lineare di una particella & una
grandezza vettoriale il cui operatore p &

P =Po® +Pyy + Pz A53
con componenti:
bz = —ih% A54
= ,m{% Asda
po=-ind Asdb

Poiché questi tre operatori commutano fra loro, si potranno fattorizzare le
autofunzioni ¢(z,y,2) nelle componenti ¢,(z), ¢,(y) € ¢,(2), ¢ porre:

B(x,y, 2) = ¢ (2)8y(y)¢=(2) A55

Lequazione agli autovalori per la componente = della quantita di moto si
ottiene dalla A.54:

il 9oy, 7) = pedla,0, ) A6

dove p, indica gli autovalori. Sostituendo la A.55 nella A.56 si ottiene 'equazione:

=i 4y () = poda() As7
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Un confronto fra la A.25 e la A.26 suggerisce intuitivamente che quest’ulti-
ma rappresenti una forma della prima quando si osservino le distribuzioni
di Dirac §(v—=x) nel ruolo di vettori di basc ¢ le funzioni f(v) in quello di
componenti. Ponendosi in quest’ottica si cerchi I'espressione del prodotto
scalare f-g cuisi perviene esprimendo i fattori sccondo la A.26. Si conside-
tino dunque due vettori f=f(z) ¢ g=g (z) che per semplicita si supporra
appartenenti allo spazio L2(RY), si avra:

+oo
1=1@ = [ 1wt —=)iv A2
7+oo
9=o@)= [ ot@se - ajie A2

Se ora si sostituiscono le A.27 nella A.18 si ottiene la seguente sequenza di
uguaglianze per la cui interpretazione occorre tenere ben presenti le pro-
pricta della distribuzione di Dirac A.23:

+00 F[ e
=[| [rerpw=oar| | [atersie—ei|aa=
R [Foo 50

+o0 +oo
:74 avf (”),Zo deg(®) R/ 8 — )6(¢ — )z —

+o0 +o0 +o0
= [ df' ) [ dg(&3E—v) = [ F)g()dv
[ore | i

Come si vede I'espressione ottenuta per il prodotto scalare ¢ analoga alla
A.11, valida nel caso in cui Finsieme delle componenti sia discreto. Si pud
dunque considerare la distribuzione di Dirac come una basc ortonormale
nella quale ogni vettore della base & univocamente individuato da un valore
di v appartenente all'insieme continuo R! e per la quale la A.23c rappre-
senta la condizione di ortonormalita in analogia a quanto rappresentato
dalla A.5 per il caso del discreto. Generalizzando allora la A.23¢ ad un
insieme di funzioni f(z,v) qualsiasi, in cui ogni funzione dellinsieme &
univocamente individuata da un valore del parametro v variabile in modo
continuo, la condizione di ortonormalita fra duc di queste funzioni, una
individuata dal valore v=a del parametro ¢ l'altra dal valore v=f3 sara:
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saggio al limite espresso dalla A.21 per una generica funzione con compor-
tamento simile a quello appena discusso si potra scrivere:

+o0
/ (@)8(x = zo)de = f(z0) An

La A.22 costituisce la definizione della cosiddetta distribuzione § di Dirac.
Alcune propricta notevoli di questa distribuzione sono le seguenti:

+oo
/ 3(z - wo)dw = 1 A3
5@ — 20) = 8(z — z0) A3
3( — 20) = 8(z0 — ) A23b

40
/ Sla— )b =)l = BE—ai) A23c
f(@)8(z — z0) = f(0)d(z — o) A23d

Si consideri ora lo sviluppo di un vettore f=f(z)€V(E) (Cfr. Definizione 10)
con ECR! nella base ortonormale €, =, (z), e,=¢,(z)...€,=¢,(z) secondo
laA.l:

f=f)= ieueu = i cyey () A24
v=1 v=1

Ci si propone di trovare Iequivalente della A.24 per i casi in cui i coeffi-
cienti dello sviluppo formino un insieme continuo. E intuitivo che la som-
matoria dovra essere sostituita da un integrale ¢ che I'espressione cercata
avra la forma:

F=fE@= / W)e(v, z)dv A2s

Si riprenda ora in considerazione la A.22 ¢, immaginando di renderc varia-
bile il parametro z; lo si sostituisca con il simbolo v. Tenendo presente la
A.23b si pud riscrivere la A.22 nella forma:

+o0
@) = / F0)6(0 — 2)do A6
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+oo
/ f(z,0)f* (2, B)dz = (a — §) A28

Lestensione di quanto detto per le funzioni f(z) di una variabile apparte-
nenti allo spazio L?(R') alle funzioni di n variabili appartenenti allo spazio
L?(R™) pud essere fatta senza restrizioni.

A.2. Operatori

Detti U e V due spazi vettoriali, si definisce operatore A da U in V
(oppure operatore in U nel caso in cui U coincida con V) definito sul
dominio D (A) CU un’applicazione che fa corrispondere ad un vettore
ueD (A) uno ed un solo vettore vEC(A) con C'(4)CV. Quanto ora
espresso si scrive:

Au=v A29

Linsieme C(A) dei vettori v descritto dalla A.29 prende il nome di
codominio o immagine dell’ operatore A. m

Nel seguito, ove si fara riferimento a spazi funzionali, i simboli rappresenta-
tivi dei vettori saranno sostituiti con quelli delle funzioni con cui coinci-
dono. Pertanto ad esempio, nei casi in cui U ¢ V siano spazi funzionali con

u=¢(g) ¢ v=1)(q) dove ¢ ha il consueto significato, la A.29 verrcbbe
scritta:

Ap=14 A30
Un operatore si dice ineare s soddisfa le seguenti uguaglianze:
A1+ o) = A + A A3

A(kg) = kAg A3la

dove k & un numero complesso. Gli operatori utilizzati in meccanica
quantistica sono sempre lincari. m

Le operazioni di somma e prodotto di due operatori A € B sono defi-
nite come segue:

S

(A+ B)p= Ap¢+ Bo A32
(AB)é = A(Bg) A32
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lavoro sperimentale, fu tuttavia I'unico a battersi duramente ma anche con
la necessaria accortezza, rifiutando il furore idcologico che portd al rogo
Giordano Bruno ¢ sottoponendo i dati raccolti con ogni esperimento al
vaglio del rigore matematico, affinché il metodo sperimentale diventasse il
fondamento di tutta la scienza.

Figlio di Vincenzio ¢ Giulia Ammannati, Galilco nacque il 15 febbraio
1564 da una famiglia dell'antica nobilta fiorentina. Dopo aver riscoperto a
soli 19 anni la legge dell'isocronismo del pendolo (questa legge era gia stata
scoperta dall'astronomo arabo Ibn Junis, ma I'Europa non ne cra a cono-
scenza), si dedicd allo studio dei fenomeni gravitazionali ¢ idrostatici che lo
condussero all’invenzione della bilancia idrostatica ¢ lo poscro nella condi-
zione di poter aspirare ad una cattedra universitaria. Dopo alcuni tentativi
falliti rivolti verso le cattedre di Bologna ¢ Padova, finalmente nel luglio del
1589 ottenne un incarico di lettore di matematica all'Universita di Pisa. A
Pisa sottopose alla verifica sperimentale diversi principi aristotelici sui quali
si fondava la fisica dell’epoca ed esegui una seric di esperienze sulla caduta
dei gravi che lo condussero ad individuare i contenuti essenziali del secondo
principio della dinamica in netto disaccordo con I'affermazione Aristotelica
secondo la quale 7 corpi cadono con velocitit proporzionale al loro peso.

La notizia che un professore dell'atenco pisano osasse confutare Aristotele si
diffuse rapidamente ¢ le conseguenze non tardarono ad arrivare. Molti cat-
tedratici dell’atenco pisano cominciarono a tramare affinché I'incarico non
gli venisse rinnovato ¢ Galileo fu costretto a trasferirsi all'Universita di
Padova. Qui si dedicd, oltre che all'insegnamento in cui riscosse lusinghicri
successi, anche alla ricerca ¢ alla sperimentazione pervenendo fra Ialtro,
verso la fine del Cinquecento, alla costruzione del termoscopio, antesi-
gnano del termometro. Scrisse varic opere fra cui Le mecaniche dove espo-
neva i risultati dei suoi studi di meccanica. Avuta poi notizia che un ottico
olandese aveva inventato uno strumento che consentiva l'osservazione di
oggetti lontani, lo riprodusse nel proprio laboratorio apportando diversi
perfezionamenti ¢ ne intul I'enorme importanza nello studio dei corpi cele-
sti; cra nato il cannocchiale ¢ con questo strumento Galileo comincid a
occuparsi di astronomia.

In quegli anni si stava ponendo, nel mondo scientifico, la questione della
scelta fra il sistema cliocentrico (il sole & il centro di rotazione dell'universo)
proposto da Nicold Copernico (1473-1543) ¢ il sistema geocentrico (il
centro di rotazione ¢ la terra) sostenuto a suo tempo da Claudio Tolomco.
Con il cannocchiale da egli stesso costruito Galilco comincia a scrutare le
profondita cosmiche finché il 7 gennaio 1610 individua quattro astri molto
brillanti orbitanti intorno a Giove ¢ comprende di trovarsi di fronte alla
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Introduzione

Parlare di atomi e particelle subatomiche costringe inevitabilmente ad una
attenta riflessione sul concetto di realta unitamente ad un esame altrettanto
attento dei possibili metodi atti a stabilirne la natura. La questione &
tutt’altro che banale dal momento che lungo il percorso tracciato
dall'uvomo alla ricerca della conoscenza, & accaduto spesso che aspetti
diversi di una stessa realta siano stati scambiati per realta diverse. Nel caso
del mondo subatomico la legittimita del dubbio legato ai concetti di vero ¢
falso, non necessitando di raffinate ¢ sottili claborazioni mentali per con-
cretizzarsi, esce dal dominio degli addetti ai lavori per porsi alla portata di
tutti. Basti pensare allimmediata evidenza del contrasto fra alcuni aspetti
delluniverso che la fisica classica definisce senza ambiguita ¢ certi eventi di
carattere sperimentale che li contraddicono: come possono particelle mate-
tiali dare origine a fenomeni considerati generabili solo da enti di natura
ondulatoria? Osservazioni simili a questa ¢ con questa aventi in comune
Paspetto contrastante delle risultanze rispetto a quanto previsto classica-
mente, condussero ad una evoluzione tumultuosa dell'ottica di osserva-
zione della fisica atomica culminata, nei primi decenni del ‘900, nello
sviluppo della meccanica quantistica (de Broglie, Heisenberg, Schrodinger,
Born, Dirac, Pauli ed altri).

In riferimento alla problematica citata, connessa alla natura del rapporto
esistente fra osscrvazione e realt, il caso della meccanica quantistica ¢ sicu-
ramente emblematico. Se da un lato essa ha consentito di cffettuare predi-
zioni rivelatesi in ottimo accordo con le osservazioni sperimentali per una
vasta gamma di fenomeni riguardanti il microcosmo delle dimensioni
subatomiche, dall’altro ha sollevato problematiche di natura interpretativa
che in taluni casi si possono collocare ai confini fra filosofia ¢ scienza.
Infatti, sc applichiamo rigorosamente i principi quantistici al mondo
macroscopico, trasferiamo in esso tutta I'indeterminatezza spesso attribu-
ita alla meccanica quantistica provocandone la perdita di quelle caratteristi-
che di oggettivita ¢ di indipendenza rispetto all'osservatore che appaiono
cosi evidenti ¢ conseguentemente indiscutibili ai nostri occhi[1,2]. Ma
sono davvero cosi evidenti ¢ indiscutibili? Lo stato di un sistema quanti-
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Linfluenza di una simile cultura sul pensicro si estese nei secoli fino alle
soglic del nostro tempo. Infatti, soltanto quattrocento anni fa (un inter-
vallo temporale che ¢ null'altro che un'inezia paragonato alla durata
dell'intera storia del genere umano), gli studiosi non attribuivano alcuna
importanza all'esperimento, poiché ritenevano che tutte le leggi che gover-
nano il comportamento dell'universo fossero contenute negli schemi aristo-
telici ¢ che nessuna osservazione, per quanto rigorosamente condotta,
avrebbe potuto aggiungere qualcosa di nuovo a quanto gia si conosceva... .

Una conferma della noncuranza con cui veniva gestita all'epoca I'informa-
zione originata dall'osservazione ¢ dallesperienza ¢ fornita dalla storia del
Thesaurus Mexicanus, un’opera tra le pit rappresentative del periodo di transi-
zione fra la scienza aristotelica ¢ quella moderna ¢ giudicata da fonti autore-
voli di grande importanza nella storia delle scienze. Il testo fu compilato
nell'arco di sctte anni dal protomedico di corte Francisco Hernandez inviato
in America nel 1570 da Filippo 11 di Spagna dove condusse numerose osser-
vazioni naturalistiche corredandole con raffinate illustrazioni riguardanti
flora, fauna ¢ minerali. Copera fu ignorata finendo fra il ciarpame di un archi-
vio finch¢, dopo una seric di peripezic, finl nelle mani del nobile romano
Federico Cesi che la pubblico promuovendola a testimone di un pensicro
scientifies fondato sll csservarione che Galiles Galilet {1564-1642) st itica-
richera di sviluppare e completare in sinergia con la descrizione matematica
della fenomenologia fino a confluire in quel modo di procedere fondato sul
metodo sperimentale oggi noto come metodo scientifico.

Ma i meriti di Federico Cesi vanno ben oltre la pubblicazione del Thesau-
rus Mexicanus o di altre opere innovative come I/ Saggiatore di Galilco.
Instancabile propugnatore delle nascenti idee basate sul metodo sperimen-
tale fondd I'Accademia dei Lincei nel 1603 dando un contributo fonda-
mentale alla riforma del sapere del tempo ¢ allo sviluppo della nuova
scienza in opposizione all'aristotelismo verso il quale il Cesi nutri sempre
un profondo senso di disprezzo. L’Accademia dei Lincei fu la prima accade-
mia scientifica del mondo e forni un contributo rilevante alla rottura
dellisolamento in cui spesso operavano quegli scienziati ostili al pregiudi-
zio ¢ il cui unico fine era la ricerca della verita, ponendoli in contatto fra
loro ¢ favorendone il dialogo. Ne segul non solo un’autentica rivoluzione in
ambito scientifico, ma anche la nascita di forti tensioni in quello sociale dal
momento che, inevitabilmente, una scienza indipendente dalla Chiesa ¢ dal
potere, in grado di demolirne i dogmi imperanti, metteva in discussione
cquilibri delicati ¢ privilegi acquisiti.

In un mondo come quello descritto nacque Galileo Galilei[4,5] il quale,
pur non essendo stato certamente il primo a comprendere I'importanza del
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Capitolo 1.

**Anteprima 3 : La radazione del corpo nero**

1.11. La radiazione del corpo nero

Immaginiamo di disporre di un recipiente ermeticamente chiuso, termica-
mente isolato dall’esterno, in cui sia stato fatto il vuoto, che si trovi ad una
temperatura Ty. Immaginiamo ora di porre al centro di esso un blocchetto
di un materiale qualsiasi che si trovi ad una temperatura T, diversa da T

(Cf. Fig. 1.14).

Scambi di energia per irraggiamento. Figura 1.14

Dopo un certo tempo osserveremo che, benché fra il contenitore ¢ il corpo
centrale non esista alcun contatto materiale, i due oggetti si troveranno alla
stessa temperatura.

49
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prova che il sistema copernicano & corretto a conferma di quanto ritiene da
tempo. Nel timore che altri lo precedano nella divulgazione della clamorosa
scoperta di corpi celesti in rotazione non intorno alla terra ma ad un altro
piancta, scrive in tempi stretti il Sidereus Nuncius che viene pubblicato in
550 copic. Si trattava, scrive Iastronomo Giuseppe Armellini, “di un com-
pleto capovolgimento di tutte le idee che da migliaia di anni 'umanita rite-
neva sopra la natura dei corpi celesti ¢ sopra la loro costituzione. Si pud dire
che con quel piccolo libro mori il mondo dei sogni che 'umanita aveva da
millenni fantasticato sugli astri ¢ nacque la vera astrofisica moderna”. Tre
anni dopo, nella sua opera Ltoria e dimostrazioni delle macchie solari, Gali-
leo sostenne apertamente il sistema copernicano.

La situazione divenne assai delicata per Galileo in quanto la disputa ormai
non cra piu soltanto con Aristotele o Tolomeo, ma coinvolgeva anche la
Chiesa ¢ le Sacre Scritture. Comincid a farsi molti nemici specialmente fra i
religiosi; il Santo Ufficio censurd i suoi scritti ¢, convocato a Roma dal Car-
dinale Bellarmino nel 1616, Galileo ricevette il divieto assoluto di sostenere
il sistema copernicano ¢ di insegnarlo. Sul momento cgli promise obbe-
dienza, ma nel 1623, intervenendo in una ulteriore disputa per mezzo di
un libro, 7/ Saggiatore, demoli puntualmente, sistematicamente ¢ con una
buona dose di ironia le idee dell'antagonista, il Gesuita Padre Orazio Grassi
convinto sostenitore del sistema tolemaico.

Successivamente, non contento di aver reso furibondo I'Ordine dei Gesuiti,
pubblicd I'opera che doveva promuovere la definitiva affermazione del
sistema copernicano: Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo. Subito
dopo la pubblicazione I'opera fu messa all'indice ¢ ne fu proibita la divulga-
zione. Galileo fu portato davanti al tribunale dell'Inquisizione dal quale fu
condannato al carcere a vita, pena poi commutata negli arresti domiciliari.
Trascorse gli ultimi anni della sua vita ad Arcetri dove, ormai cicco, mori 1'8
gennaio 1642.

Bibliografia

1. Ghirardi G. C. Unlocchiata alle carte di Dio. Theoria - 1| Saggiatore,
Milano, 1997.
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stico evolve nel tempo sccondo una traccia perfettamente determinata
dall’equazione Schrdinger. I formalismi quantistici forniscono risultati di
tale precisione ¢ di tale oggettivita da aver consentito la realizzazione di
applicazioni tecnologiche avanzatissime ¢ incontestabilmente reali. Linde-
terminatezza cui sovente si fa riferimento appare quindi legata piti al diso-
rientamento generato dall’idea che lo stato di un sistema quantistico sia del
tutto indefinito fino a quando col processo di misura non facciamo preci-
pitare la funzione d’onda in una forma compatibile col risultato di quella
misura o a quelle relazioni d’indeterminazione che ci consentono di conti-
nuare ad usare concetti classici come posizione ¢ quantita di moto che ad
una cffettiva realta. Sembra quindi che sia soprattutto il formalismo della
meccanica quantistica che, configurando caratteristiche di indetermina-
tezza negli oggetti concettuali intermedi, rende I'osservatore interdetto ¢
perplesso salvo poi restituirlo stupito ¢ affascinato quando la stretta finale
del processo di misura fornisce risultati in totale sintonia con le osserva-
zioni di laboratorio.

Si tratta di una questione tuttora aperta ma in ogni caso, mentre I'indeter-
minatezza vera o presunta del mondo submicroscopico appare fisicamente
plausibile sebbene delinei aspetti difficilmente interpretabili col solo ausilio
delle nostre facolta percettive, quella del mondo macroscopico genera
spesso situazioni che vengono avvertite alla stregua di autentici paradossi,
come quello ben noto del gatto di Schrédinger che, chiuso in una scatola ¢
descritto quantisticamente, appare in uno stato in cui la sua esistenza in
vita non ¢ definita fino a quando la scatola non viene aperta. La questione
conduce direttamente alla constatazione che, come s’accennava poc'anzi, la
realta non sempre & univoca come i nostri sensi ce la presentano ¢ che pro-
spettive di osservazione distinte possono delincarne quadri estremamente
diversificati. Non a caso infatti, I'affermazione della meccanica quantistica,
imposta dagli innumerevoli successi conseguiti nel dare una spicgazione ad
una vasta gamma di fenomeni nei confronti dei quali la fisica classica falli-
sce pretese, cocrentemente con quanto suggerito da Bohr ¢ dalla sua scuola
di Copenhagen, il sacrificio del senso comune ¢ dell'intuizione, a beneficio
di una visione dell’'universo ben pitt astratta ¢ ostica di quanto le esigenze
del passato avessero mai richiesto. E evidente che tutto cid costringe a riflet-
tere sul concetto di “scienza” sia in riferimento alla sua definizione sia alla
sua piit intima cssenza.

Benché nel corso dei secoli si sia tentato a pitt riprese di formulare una defi-
nizione di scienza che apparisse legittima sotto il profilo logico ed episte-
mologico, non si puo dire che tale obicttivo sia stato picnamente raggiunto.
La definizione di scienza probabilmente pitt soddisfacente che possiamo
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tutto questo. La meccanica quantistica ¢ dunque figlia di quei fatti incon-
ciliabili con l'edificio classico, per i quali una nuova interpretazione fu
imposta proprio dal metodo scientifico ¢ che per questo motivo si presenta
estremamente sfuggente alla critica. Un'interpretazione che quest’opera si
proponc di rendere comprensibile, limitatamente ai sistemi atomici, a
livello di biennio universitario o poco oltre imponendosi, nel contempo, la
conservazione del massimo rigore nel discuterne.

Le origini del metodo scientifico

Quanto esposto nella parte finale del paragrafo precedente oggi ci sembra
talmente ovvio che nessuno si sognercbbe di trarre conclusioni riguardanti
un fenomeno naturale senza prima aver avviato un protocollo di esperienze
che fornisca dei dati su cui poter lavorare. Bene, non & sempre stato cosi.

La scienza, intesa nel senso attuale, ha inizio col fiorire della civilta greca
che ne determina il distacco dal mito ¢ I'aggancio alla ragione c alla filoso-
fia. Un fenomeno che nasce ¢ muore nel giro di un millennio. Ma la splen-
dida parabola della cultura greca, che raggiunge il suo culmine nelle sintesi
scientifico-filosofiche di Platone ¢ Aristotele, ha in sé il suo limite, perché
in essc si cristallizza ¢ si fossilizza lasciando ai posteri solo il ruolo di com-
mentatori ¢ perfezionatori di schemi cui tutta la realta deve uniformarsi. Lo
spirito critico dell’epoca, offuscato da ambigue commistioni fra scienza da
una parte ¢ potere politico ¢ religioso dall’altra, non seppe svolgere alcun
ruolo chiarificatore ¢ le teoric scientifiche aristoteliche assursero al rango di
autentici dogmi. Anche perché ne venne pretesa ed imposta la concordanza
con le sacre scritture lasciando alla scienza soltanto il ruolo di strumento
della teologia ¢ della filosofia senza alcun riguardo per la verita. In un testo
scolastico tedesco del 1570 troviamo il seguente dialogo figurato:

In qual luogo del mondo & situata la terra2... Nel centro del

mondo. Si muove la terra? La tema non si muove, ma riposa
immota nel centro del mondo. Prove? Cid che afferma la sacra scrit-
tura senza dubbio alcuno & certo.

Nei sccoli passati nessuno, a parte qualche voce isolata, aveva mai messo in
dubbio che la Terra, la cui forma sferica cra stata supposta da Talete nel 600
a.C. ¢ riproposta in seguito da Pitagora ¢ Aristotele, si trovasse immobile al
centro dell'universo cosicché nel I1 secolo d.C. Claudio Tolomeo ([87-150]
d.C.), forte di sicurezze cosi universalmente condivise, operando una sintesi
degli studi precedenti ed inserendola per la prima volta sotto I'cgida della
matematica, scrisse ' Almagesto in cui proclamava la centralita ¢ 'immobilita
della terra nell’ambito dell'universo spingendosi ad affermare che un punto
di vista diverso sarcbbe “inconcepibile ¢ apparirebbe ridicolo al sommo”.
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immaginare & quella che pone accento sulle sue valenze cognitive, descri-
vendola come un'attivita volta al conseguimento della conoscenza. La
scienza formula quindi una seric di enunciati riferiti ad enti astratti o con-
creti dell'universo mediante i quali cerca di conseguire il fine forse pitt
importante ¢ sicuramente pilt spettacolare della conoscenza: prevedere il
comportamento di tali enti.

La diffusa consapevolezza degli errori compiuti nel passato nell'interpreta-
re i fenomeni naturali rende superfluo sottolincare che i risultati ottenibili
dallattivita di cui sopra dipendono strettamente dal metodo seguito per
giungere alla formulazione degli enunciati: & noto infatti che migliaia di an-
ni di approccio essenzialmente filosofico-speculativo non hanno prodotto
alcunché di appena paragonabile al livello di cccellenza raggiunto negli ulti-
mi trecento anni con I'adozione generalizzata del metodo scientifico. Ed ecco
che il metodo assume allora il significato di clemento di raccordo fra la
scienza ¢ quella realta di cui sono state ricordate le caratteristiche di dipen-
denza dalla prospettiva di osservazione.

1l metodo scientifico consiste essenzialmente nella raccolta di dati speri-
mentali che, sottoposti ad una scrie di claborazioni, conducono a enunciati
di validita generale che prendono il nome di ipotesi, regole, principi o leggi.
Questo processo, realizzato con l'ausilio del metodo induttivo(3], segue un
percorso che prevede spesso delle costruzioni prevalentemente astratte di
livello intermedio comunemente indicate con i termini teorie ¢ modelli.

Una teoria & una costruzione concettuale derivante dall'elaborazione di un
complesso di dati sperimentali comprendente una seric di enunciati ed
cventualmente un apparato matematico, che consente di effettuare previ-
sioni circa I'evoluzione di una data classe di fenomeni ¢ di calcolare i valori
delle grandezze che li caratterizzano. Un modello & una rappresentazione
schematica, anche astratta, dell'ente fisico di cui la teoria descrive il com-
portamento. Spesso nel significato del termine modello ¢ implicitamente
inclusa anche la teoria relativa. Il metodo scientifico prevede poi un con-
fronto fra le previsioni cffettuate ¢ I'andamento reale allo scopo di stabilire
il grado di corrispondenza della teoria o del modello con la realta ¢ tale
confronto viene realizzato mediante la progettazione di esperienze di labo-
ratorio sempre pilt mirate al chiarimento dei vari aspetti che lo studio in
corso propone. Un'esperienza che fornisse risultati contrastanti costringe-
rebbe ad un riesame di tutto I'edificio; modelli ¢ teoric non sono quindi un
qualcosa di statico, ma bensi un qualcosa in evoluzione tanto rapida quanto
lo & l'accumularsi di dati sperimentali in disaccordo con essi. Come
vedremo, lo sviluppo storico delle conoscenze relative al comportamento di
atomi ¢ particelle costituisce un esempio estremamente significativo di
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conescenze matematiche che non si posscno mediamente presupporre nella tipologia di
studente cui s’accennava. La presente opera ha Pambizione di colmare questa lacuna
descrivendo sclo la meccanica quantistica strettamente necessatia alla comprensione della
struttura dell’atomo secondo le attuali vedute.

La trattazione & articolata in due parti. Nella prima, essenzialmente descrittiva, vengono
discussi gli eventi che hanno condotto alla formulazione della meccanica quantistica, i suoi
fondamenti e la sua applicazione all'interpretazione della struttura atomica mentre nella
seconda, costituita da una serie di appendici, vengono trattati i metodi matematici della
meccanica quantistica e la sisoluzione delPequazions di Schrédinger. La prima parte & del
tutto indipendente dalla seconda e pud costituize un primo stacio di approfondimento cui
gli studenti pilt determinati possono far seguite la lettura delle appendici A e B acquisendo
cosi una conoscenza di notevole livello dell’argomento trattato.

E bene precisate che non si tratta di un'opera di facile lettura, I prerequisiti richiesti,
sicuramente in possesso di qualunque studente uscente da biennio, sono costituiti dalla
conoscenza degli elementi fondamentali dell'algebra, della geometria analitica, dell'analisi
matematica e della fisica generale ma ogni argomento & stato trattato senza indulgere a
concessioni di sorta sul piano del rigote pur mantenendosi entro i limiti tracciati dal livello
cui Vopera stessa si pone. Dialtro canto, ricordo le innumerevoli occasioni in cui, da
studente, mi sono trovato a dare fondo a tutte le mie nsorse intellettuali per assimilare
concetti che mi appativanc ostici e incomprensibili per poi accorgemi, dieci giomi dopo
o dieci anni dopo, che bastava urimpostazione didattica diversa o una definizions pit
precisa e accurata o addirittura una trattazione piti profonda e tutto risultava evidente.
Sono ormai tanti gli aspetti della scienza che, nel tempo e nella mia mente, si sono chiasiti
secondo questo meccanismo. Quest’opera nasce dall’

ssunto, forse presuntuoso o forse

1o, che unesposizione ragionevolmente rigorosa e dettagliata che prescinda da

semplificazioni dannose oltre che spesso arbitrarie, possa far sisparmiare quel tempo che

i0 ho perso a causa della convinzione, invero assai diffusa, che la chiarezza coincida non

con la semplicith ma con la semplificazione.

Un vivo ringraziamento va al Prof. Valter Moretti del Dipartimento di Matematica dell'Universita di
Trento per i preziosi suggerimenti e consigli relativi alla stesura delappendice A e al Prof. Giulio
Passatore del Dipartimento di Fisica dellUniversita di Genova peri piacevolissimi momenti di discussione
e per le attente osservazioni che mi hanno consentito di migliorare alcune parti di testo. Esprimo inoltre
la mia gratitudine ai colleghi Prof. Vincenzo Rossi e Prof. Antonino Di Grande per il loro contributo alla
realizzazione delle figure e al Prof. Giuseppe Olivieri per la gentile concessione di materiale di
consultazione. Desidero infine ricordare il lavoro di mia moglie Antonella Tassara relativo alla parte
bibliografica alla quale rivolgo un ringraziamento particolare.

Genova, aprile 2004 Marco Nencioni
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PREFAZIONE

Quest'opera ha origini lontane dal momento che usci nel 2004 con il fitolo “Sulle dita di
una mano”. | lusinghieri apprezzamenti che a pitt tiprese nel corso del tempo diversi
docenti universitari hanno espresso, mi hanno infine convinto a seguire i loro consigli 2
pubblicare Iopera con un muovo titolo che richiamasse in modo pit esplicito i contenuti.
Questa nuova edizione non ha subito variazioni consistenti rispetto alle precedenti = si
sivolge dunque alla stessa utenza collocandosi sulla stessa linea didattica.

Genova, 9 marzo 2018 Marco Nencieni

Prefazione
Alla prima edizione

Questo libro & sicuramente atipico. Lo & perché si rivolge al trennio delle facoltd
scientifiche universitarie ma & stato scritto da un docente di scuola secondaria. Lo & per la
cura con cui & stata realizzata Iintegrazione degli aspetti storici con ’ssposizione scientifica.
Lo & per la precisione con cui s’ cercato di focalizzare ogni concetto. Infine lo & per il
titolo che, facendo riferimento alle tappe che hanno condotto allattuale concezione
dellatomo, ha P'intento di contribuire a delineame Pidentita.

Nei corsi di laurea delle facoltd scientifiche la struttura dell’atomo & trattata in modo
assai 1apido, sia perché i fini che i vari corsi si prefiggono non richisdono maggior dettagli
di quanto previsto dai programmi, sia perché il tempo a disposizione per il loro
svolgimento & limitato. Ma gli studenti brillanti e motivati esistono e in loro, sentirsi dire
in un corso universitario pit © meno le stesse cose che hanno ascoltato nella scuola
secondaria, spesso genera una certa delusione, come molti miei ex studenti hanno
testimoniato. Esiste, certo, la possibilits di approfondire 'atgomento in prima persona ma
1a ricerca degli strumenti che lo consentano si presenta tutt’altro che agevole: 1 trattati e 1
corsi specifici di meccanica quantistica dei corsi di laurea in fisica sono probabilmente le
uniche fonti che permetterebbero di soddisfare le esigenze in questions ma sono anche
pressoché inaccessibili sia per la loro vastita, sia per il livello della trattazione che richiede
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**Anteprima 5: Interpretazione dell'effetto Zeeman**

4.4. Interpretazione dell’effetto Zeeman

In assenza di campi esterni il momento angolare totale J di un atomo & una
costante del moto, mentre non lo sono i momenti angolari orbitale L ¢ di
spin S che, essendo animati di moto precessionale intorno alla direzione di
J, esibiscono come unica componente indipendente dal tempo quella in
tale direzione (Cfr. § 4.1).

1l moto precessionale ¢ generato da un’interazione fra i momenti angolari L
ed S analoga a quella csaminata a suo tempo fra i momenti I ed s per
I'atomo di idrogeno. Tutto questo & vero in assenza di campi esterni, ma se
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Sia Ej l'encrgia di un sistema dotato di momento magnetico g ed Ep
Penergia dello stesso sistema quando esso si trovi immerso in un campo
magnetico di induzione B. La variazione di energia fra i duc stati & data dal
prodotto scalare di g per B cambiato di segno:

AE=Ep-Ey=-p-B 46

Per un atomo, il momento magnetico da prendere in considerazione sara il
momento magnetico totale dato dalla 4.4b.

Si desidera ora calcolare il valore di AE per un atomo posto all'interno di
un campo magnetico di induzione B in funzione dei numeri quantici M,
J, L ed S. Poiché per le ragioni precisate al paragrafo 3.8 I'encrgia di tale
atomo sara determinata dal vettore componente cfficace p, di p (Cfr.

Fig. 4.2), dalla 4.6 si ricava:
AE=FEp—Ey=—-p, -B=—p,,-B 47

dove p, & il componente di  nella direzione di J ¢ p,, ¢ il componente di
a1, nella direzione di B, come si pud vedere dalla figura 4.2.

Ora occorre tenere presente che i vettori che compaiono nella 4.4b sono
vettori istantanci le cui direzioni variano nel tempo ma, poiché tutte le fre-
quenze di precessione sono costanti, il valore medio temporale delle com-
ponenti lungo assi perpendicolari alla direzione r sara nullo
conscguentemente i vettori medi coincideranno con i rispettivi compo-
nenti lungo l'asse r (Cfr. Fig. 4.2). Si avra:

e

My = =5 (J +Sy) 438
¢ applicando ai vettori p,, J ¢ S, animati da moto precessionale intorno
alla direzione del campo magnetico B analoghe considerazioni si perviene
alla relazione:

e

(. +5.2) (s + Sp2)z 49

e
m

Hrz =5

dove p,, J, e S,, sono rispettivamente i vettori componenti di p,, J ed S,
lungo la direzione del campo e z & un versore di questa.

Ci si proponc ora di ottencre un'espressione di p,, in funzione di My, J, I
ed 8. La componente lungo Passe 2 del vettore J sard, in virtis della 4.3b:

h
J.= M‘Iﬂ 4.10

Capitolo 4.

Calcolo di AE in
funzione di Mj, J,
LedS
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I'atomo & mantenuto all'interno di un campo magnetico di induzione B2,
si verifica un’interazione fra questultimo ¢ il momento magnetico
dell’atomo stesso che si manifesta in un moto precessionale di J intorno
alla dirczione di B. In queste condizioni J non & piti una costante del moto
mentre lo & la sua componente J, nella direzione di B, come si pud osservare in
figura 4.2 dove la direzione del campo magnetico esterno ¢ stata indicata con z
mentre quella del momento angolare J ¢ stata indicata con r.

Figura 4.2 Momenti angolari e magnetici di un atomo e loro moti precessionali in un campo
magnetico B. IL simbolo rappresentativo di ciascun vettore & posto vicino alla freccia
che ne indica il verso.

2Nella discussione che segue si suppone che il campo magnetico non sia sufficientemente intenso da determinare una velocita di
precessione del vettore J intomo a B molto maggiore della velocita con cui precedono i vertori L ed  intomo a J. Infarti, ove
questo si verificasse, si osservercbbe un effetto Pashen-Back in luogo di un cffetto Zeeman, come verr spicgato fra breve.
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15Gli sviluppi successivi condussero alla formulazione della meccanica quantistica nel cui ambito il moto traslazionale dellelet-
trone & legato alla definizione di un momento angolare da esso gencrato, che verra chiamato momento angolare orbitale. Quando
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non corrisponde alcun analogo dassico e pertanto oggi sappiamo essere arbitrario associarlo ad una rotazione dellelettrone

intorno al proprio asse
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mero di Avogadro piit preciso di quelli precedentemente acquisiti ¢ che dif-
ferisce dal miglior valore attuale di circa il 2 per cento. Max Planck
presentd la relazione 1.36 unitamente all’apparato teorico che ad essa con-
duce noto come teoria dei quanti il 14 dicembre del 1900 in un seminario
alla Societa Tedesca di Fisica di Berlino ¢ la pubblicd I'anno successivo(5].
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Cavita radiante di Kirchhoff.

La situazione appariva in realtd molto scria, dato che tutti i tentativi di tro-
vare una funzione I,=1,(\,T'), in accordo con le curve sperimentali, a par-
tire dalle leggi della fisica classica, risultavano infruttuosi. Ma finalmente
nel 1900, ricorrendo a considerazioni empiriche, Planck ottenne una
espressione di 1) la cui rappresentazione grafica si sovrapponeva perfetta-
mente alle isoterme di assorbimento del corpo nero: fu il punto di partenza
per una seric di sviluppi teorici che lo avrebbero condotto di li a poco a
postulare che il contenuto di energia di un oscillatore dovesse assumere
valori discreti.

Lenergia avrebbe potuto dunque essere ceduta o assorbita solo in ragione
di multipli interi di una quantith minima &:

e=hv 1.34

dove h ¢ la costante di Planck. In questa nuova prospettiva I'espressione
dell’energia media di un oscillatore assumeva la forma:

he

) = N op e/ TN =] 135

c la sua introduzione nella 1.32 consenti a Planck di ottencre la formula
oggi nota come legge della radiazione di Planck:

_ 2mhe® 1

SO S SO 136
X [exp(he/kTN) —1]

Da un accurato confronto della relazione 1.36 con le curve sperimentali,
Planck fu in grado di ottenere i valori di A ¢ di k che meglio descrivevano
tali curve; inoltre dividendo la costante universale dei gas perfetti R per la
costante di Boltzmann ricavata in questo modo, ottenne un valore del nu-
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Il corpo emette una debole luce rossastra appena percepibile.
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Il corpo appare un po' pili rosso che nel caso precedente.
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Laluce emessa assume un netto colore arancio.
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Emissione di luce gialla di forte intensita.
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Ora il corpo emette una luce bianca perché sono ormai presenti tutti i
colori dell'iride tranne il violetto. La luce emessa & molto intensa..

oo L

A questa temperatura nessun corpo & solido né liquido. Ma se
potessimo disporre di un corpo nero solido, la luce emessa sarebbe
intensissima e di colore azzurro dovuto alla prevalenza del violetto.

Colore della luce emessa da un corpo nero alla temperatura indicata (quadratini) e
relativo spettro.

Nella figura 1.15 & riportata una sequenza di colori della luce emessa da un
corpo nero a diverse temperature ¢ dei relativi spettri. Consideriamo ora
una data temperatura, ad esempio 2000 °C. A questa temperatura il corpo
nero emette una luce quasi bianca ¢ nello spettro sono presenti tutti i colori
(ad eccezione del violetto) oltre alle radiazioni con lunghezza d'onda mag-
giore di 700 nm ¢ quindi non visibili, tuttavia I'intensita di tali radiazioni
non ¢ la stessa per tutte le lunghezze d'onda ma varia al variare di . Se
E=E()) & l'energia emessa ad una data temperatura dall’unita di superficie
nell’unita di tempo sotto forma di radiazione di lunghezza d'onda A, ener-
gia trasportata da tutte le onde clettromagnetiche con lunghezze d’onda
comprese in un intervallo di ampiczza unitaria sara data da dE/d). Questa
grandezza prende il nome di potere emissivo monocromatico o intensita della
radiazione ¢ la indicheremo nel seguito con il simbolo 1.
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Lo scambio di encrgia che consente il raggiungimento di tale stato avviene
per irraggiamento, una modalita di trasmissione del calore che consiste
nell’assorbimento o emissione di energia radiante. Ogni corpo, ad ogni
temperatura, emette ed assorbe contemporancamente onde clettromagneti-
che c il bilancio fra 'energia ricevuta ¢ ceduta sotto questa forma determina
una aumento o una diminuzione di energia cinetica molecolare di cui la
temperatura, come noto, costituisce una misura.

Ovviamente gli scambi energetici continuano anche dopo il raggiungimen-
to dell’equilibrio termico quando il blocchetto centrale ricevera dalle pareti
del recipiente che lo contiene una quantita di encrgia radiante per unita di
tempo indicata con R, in figura 1.14.

Di questa energia, una parte sara assorbita ¢ convertita in energia cinetica
molecolare ¢ una parte, indicata con f nella figura, sara riflessa verso le pare-
ti del recipiente. Se E, & I'encrgia radiante totale emessa dal blocchetto
nellunita di tempo, ¢ evidente che, affinché Iequilibrio termico raggiunto
venga mantenuto, dovra risultare:

E,=Ri—f 130

ossia, I'energia assorbita per unitd di tempo dovra essere uguale all’energia
emessa ¢ poiché deve necessariamente esscre I, < R, la relazione precedente
pud essere messa sotto la forma:

E;=aR, 131

dove a & un coefficiente il cui valore & compreso fra 0 ¢ 1, che prende il no-
me di potere assorbente del corpo C ed esprime la frazione di energia ricevu-
ta che viene assorbita.

Per a =1 si avrebbe f =0 ¢ tutta I'energia ricevuta sarcbbe assorbita. In que-
sto caso risultercbbe E,= R, ¢ il corpo C sarcbbe allora quello che in fisica
viene definito un corpo nero. Si tratta di un corpo ideale che in realta non
esiste. Esso assorbirebbe tutta la radiazione clettromagnetica che riceve e ne
emetterebbe, in condizioni di equilibrio termico, una pari quantita.

Un corpo nero ¢ pertanto un corpo assorbente ideale ed un corpo emittente
ideale, nel senso che ¢ in grado di assorbire ed emettere una quantita di
cnergia radiante superiore a quella di ogni altro corpo. Un corpo siffatto
che si trovi a bassa temperatura emette radiazioni non appartenenti alla re-
gione del visibile ¢ quindi appare appunto di colore nero, ma sc viene por-
tato a temperature clevate, la frequenza delle onde emesse si sposta tanto di
pitt verso la regione del visibile quanto piti ¢ alta la temperatura.
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Andamento di I, con la lunghezza d'onda a varie temperature per la radiazione emessa
da una cavita radiante (curve sperimentali).

1 tentativi di interpretazione si fondavano sul fatto che le particelle costitu-
tive del materiale si comportano come piccoli oscillatori capaci di assorbire
Penergia trasportata da un'onda clettromagnetica o di emettere verso
Pesterno parte della propria sotto forma onde clettromagnetiche.

Se consideriamo il corpo nero come un insieme costituito da un gran nu-
mero di oscillatori ¢ indichiamo con &(A) 'energia media di un oscillatore
che vibri con un periodo A/e, si pud dimostrare che risulta:

2re _
=7 &0 1.32
Poiché secondo la fisica classica Penergia media di un oscillatore & pari a KT
dove k ¢ la costante di Boltzmann, la 1.32 diventa:

I = 2)\—7:10 kT 1.33
che, per le alte frequenze, & in forte disaccordo con le curve sperimentali di
figura 1.17. Lequazione 1.33, integrata rispetto a A, conduce fra I'altro
all’assurda conclusione secondo la quale 'encrgia totale emessa, risulta infi-
nita; questo non consentirebbe in alcun modo il raggiungimento di
quell’equilibrio termico di cui s'¢ parlato all'inizio di questo paragrafo.
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Figura 1.16
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Intensita della radiazione emessa da un corpo nero in funzione della lunghezza d'onda a
2000 K.

Nella figura 1.16 ¢ illustrato I'andamento di I in funzione di A per un
corpo nero alla temperatura di 2000 K.

Ai tempi in cui Planck si occupava della radiazione del corpo nero si dispo-
neva di una seric di curve sperimentali simili a quella di figura 1.16 ricavate
avaric temperature (Cfr. Fig. 1.17).

Queste curve erano state ottenute analizzando la radiazione uscente da una
cavita praticata in un blocco di materiale attraverso un forellino.

Un sistema siffatto prende il nome di cavita radiante di Kirchhoff ¢ I'arca
delimitata dai contorni del forellino si comporta come un corpo nero idea-
le. Infatti, poiché una radiazione che entra nella cavita dal forellino ha una
bassissima probabilita di uscirne (Cfr. Fig. 1.18) ¢ poiché ad ogni riflessio-
ne una frazione di essa viene assorbita dal materiale che costituisce le pareti,
le ripetute riflessioni ne provocheranno ben presto 'estinzione. 1l risultato &
che una radiazione incidente entro I'arca delimitata dal forellino viene
completamente assorbita.

Linterpretazione delle curve di figura 1.17 sulla base dei principi fonda-
mentali della fisica classica cra stata tentata con insistenza da valenti fisici ¢
dallo stesso Planck ma senza successo.
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(Cfr. § 2.8), le medic quantistiche dei momenti angolari saranno indipen-
denti dal tempo ¢ coincideranno con la media temporale di un vettore che
subisce precessione classica con velocita angolare costante mantenendosi
sulla superficie del cono di indeterminazione (Cfr. § 3.7).
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